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Resume. Nous controlons deux invariants globaux des varietes hyperboliques a bouts 
cuspidaux : la longueur de la plus courte geodesique fermee (la systole), et le rayon de la 
plus grande boule plongee (le rayon maximal). Nous majorons la systole en fonction de 
la dimension et du volume simplicial. Nous minorons le rayon maximal par une constantc 
positive independante de la dimension. Ces bornes sont optimales en dimension 3. Cela 
donne une nouvelle caracterisation de la variete de Gieseking. 



Abstract. We bound two global invariants of cusped hyperbolic manifolds : the length of 
the shortest closed geodesic (the systole), and the radius of the biggest embedded ball (the 
inradius). We give an upper bound for the systole, expressed in terms of the dimension 
and simplicial volume. We find a positive lower bound on the inradius independent of the 
dimension. These bounds are sharp in dimension 3, realized by the Gieseking manifold. 
It provides a new characterization of this manifold. 
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1. Introduction 



La recherche de bornes optimales sur les invariants globaux des varietes hyperboliques 
reste largement ouverte en dimension n > 3. Dans cet article, nous etablissons des inegalites 
sur la systole et le rayon maximal des varietes hyperboliques non compactes. Ces inegalites 
sont optimales en dimension 3. 

Prccisons tout de suite qu'une variete hyperbolique M n est une variete sans bord, munie 
d'unc metriquc complete de courburc sectionnelle constante — 1. Sauf mention du contraire, 
une variete hyperbolique est supposee de volume fini. 

1.1. Enonce des resultats. La systole d'unc variete hyperbolique est la longueur de sa 
plus courte geodesique fermee, on la note sys. Comme pour tout invariant metriquc, nous 
souhaitons controler la systole en fonction de quantites purcment topologiques, tel le volume 
simplicial note vol a- Nous considcrons ici le cas des varietes hyperboliques non compactes. 
En dimension 3, nous obtenons une inegalite optimale : 

Theoreme 1.1. Soit M une 3-variete hyperbolique non compacte, alors 

cosh(sys(M)/2) < 1+ -vol A (M), 

avec egalite si et seulement si M est isometrique a la variete de Gieseking. 
En dimension n > 4 nous detcrminons une constante positive c n telle que 

cosh(sys/2) < c n ■ voIa 

sur l'ensemble des n-varietes hyperboliques non compactes. L'expression de c„ fait intervenir 
deux invariants des varietes plates : la constante d'Hermite 7 n _i, et le plus grand indicc i n _j 
du sous-groupe abelien libre maximal d'un groupe de Bieberbach de l'espace euclidien E™ . 
Une bonne estimation de la constante d'Hermite donnc : 

< in-i 

Nous ne disposons pas a l'heure actuelle de bornes precises sur i n _i. 

Le rayon maximal d'une variete hyperbolique est le rayon de la plus grande boule metriquc 
plongee dans la variete, on le note R. Nous minorons le rayon maximal par une constante 
positive independante de la dimension : 

Theoreme 1.2. Soit M une variete hyperbolique non compacte, alors 

cosh(R(M)) > ^. 
La variete de Gieseking realise V egalite en dimension 3. 

1.2. Petit panorama des resultats connus. Nous effectuons ci-dessous un survol de la 
systole et du rayon maximal des varietes hyperboliques. Au passage, nous decrivons une 
mcthodc dc majoration de la systole introduite par C. Adams et A. Reid dans [AROO]. Nous 
gcncraliserons cette methode a la partie 4. 

1.2.1. Majorations. Soit M une variete hyperbolique. En comparant le volume d'une boule 
de rayon R(M) avec le volume de M on trouve 

cosh(R(M)) < const„ • voIa(M). 

Si la variete est fermee, la demi-systole s'identifie au minimum du rayon d'injectivite, et 
on peut remplacer R(M) par sys(M)/2 dans la majoration precedente. Cet argument ne 
fonctionne pas en general, la variete de Gieseking par exemple verihe sys(M)/2 > R(M). 

Si M admet une cuspide, on travaille avec la fibre de plus grand volume de la cuspidc. 
Cette fibre consistc cn une variete plate N, immergee mais non plongee dans M . Comme 
des points dc N sont identifies dans M, on peut concatener dans M des lacets de N ayant 
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des points base distincts. Prenons le cas ou N est un tore plat, en choisissant deux lacets 
disjoints realisant la systole de N, on construit un lacet de M de longueur 2sys(A). Les 
figures 1 et 2 illustrent cette manipulation. 





Figure 1. Fibre maximale 



Figure 2. Noeud de huit 



A ce moment precis, on ne sait pas si le lacet obtcnu est pcripherique. II s'avere tres difficile 
de repondre a cette question en toute generalite (voir [Wad90]). Mais en dimension 3, un 
petit calcul dans PSL(2, C) fait apparaitre que si le lacet obtenu est peripherique, alors M 
contient un pantalon a trois pointes immerge. Ceci conduit a 1' alternative sys(M) < 2sys(A) 
ou sys(M) < 2arccosh(3). 

L'idee de concatener deux petits lacets peripheriques est apparue dans Particle [AROO] de 
C. Adams et A. Reid. Leur inspiration vient d'une part des travaux sur le volume minimal 
des varietes hyperboliques non compactes (voir la partie 2), et d'autre part du probleme des 
rcmplissages de Dehn exceptionnels. Voici un de leurs resultats : 

Theoreme (C. Adams, A. Reid). Soit K un complement d'entrelacs hyperbolique, alors 

sys(K) < An. 

Demonstration. On reprend l'alternative ci-dessus, en utilisant la majoration sys(N) < 2n 
provenant du 2-7r-theoreme de M. Gromov et W. Thurston. □ 

On termine avec deux resultats de non majoration. Le premier dit que le rayon maximal 
n'admet pas de borne superieure sur l'ensemble des complements de noeuds hyperboliques 
(J. Purcell et J. Souto [PS10]), ceci contraste avec le theoreme precedent. Le second parait 
intuitivement evident : 

Proposition (folklore). A revetement fini pres, la systole et le rayon maximal d'une variete 
hyperbolique sont arbitrairement grands. 

Remarque. M. Gromov afhrme dans [Gro83] § 0.2 qu'une variete hyperbolique fermee 
admet une suite de revetements finis {Mi)i de degres (di)i telle que sys(Mi) soit comparable 
a logdi quand di tend vers l'mfini. 

Demonstration. Soient M une variete hyperbolique, et T un groupe uniformisant M. On 
se donne une constante A > 0, et un point xq dans le revetement universel. Par finitude 
geometrique de T, le sous-ensemble 

r(xo, A) = {7 e T satisfaisant < £ 7 < A ou d(x ,jxo) < 3A} 

est fini modulo conjugaison dans T. Ici £ 7 designe la distance de translation de 7 dans 
le revetement universel. Le groupe T etant residuellement fini (theoreme de Mal'cev, voir 
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[Mag69]), il admet un sous-groupe distingue d'indice fini et d'intersection vide avec T(xq, A). 
Le revetement fini associe verifie sys > A ct R > A. □ 

1.2.2. Minorations. On attribue generalemcnt a G. Margulis et D. Kazdan l'existence d'unc 
constante positive R„ minorant le rayon maximal des varietes hypcrboliqucs dc dimension n. 
Aucune constante R„ n'est connue a l'lieure actuelle (on parlera un peu plus loin du resultat 
de A. Yamada). Plusieurs auteurs ont cependant determine des bornes explicites en utilisant 
des generalisations de l'incgalitc de J0rgcnscn ou du lemme du collier (voir le tableau 1). 
Ces methodes permettent aussi de comparer le rayon maximal avec le volume ou le diamctre 
(A. Reznikov [Rez95], R. Kellerhals [KelOl, Kel03, Kel04], R Buser et H. Karcher [BK81]). La 
minoration dc P. Buser et H. Karcher reste valable pour les varietes ricmannienncs fcrmees 
avec courbure pincee — 1 < K < 0. 



Minoration 


Reference 


R(M 2 ) > arcsinh(2/\/3) (M 2 orientable) 


A. Yamada [Yam82] 


R(M 3 ) > 0.04 (M 3 orientable) 
R(Af 3 ) > 0.24 (M 3 fermee orientable) 


P. L. Waterman [Wat84] 
A. Prezworski [PrzOl] § 4 


R(M 5 ) > 0.033 . . . (M 5 fermee orientable) 


R. Kellerhals [Kel03] § 3 


R(M") > l/4™+ 3 (M n fermee) 

R n > 0.0025/17I™/ 2 ] 

ou [n/2] designe la partie entiere de n/2 

R(M") > l/((n + 3) • Ti n ~ l ) (M n orientable) 


P. Buser ct H. Karcher [BK81] § 2.5 
G. Martin [Mar89], S. Friedland et 
S. Hersonsky [FH93] § 4 
R. Kellerhals [Kcl04] 



Table 1. Minorations de R r , 



On passe maintcnant a la systole. Par remplissage de Dehn (voir [Thu79] § 5.8 ou [Mar07] 
§ 4.11) on construit facilement des 3-varietes hyperboliques avec une systole arbitrairement 
petite. Ces varietes peuvent etre compactes, non compactes, voire des complements de nceud 
(C. Adams [Ada05] § 6). Suivant une idee similaire (beaucoup plus difficile a mettre en 
ceuvre) F. Bonahon ct J. -P. Otal ont produit dans [B088] des varietes hyperboliques de 
volume infini avec une systole nulle (on definit alors la systole comme la borne infericurc 
des longueurs des geodesiques fcrmees). En dimensions supericurcs, on obticnt des varietes 
hyperboliques (compactes ou non compactes) avec une systole arbitrairement petite via une 
manipulation algcbriquc introduite par I. Agol ([Ago06]) pour la dimension 4, ct ctendue 
en toutc dimension par M. Belolipctsky et S. Thomson ([BT11]). 

1.2.3. Quelques mots sur les surfaces. L'etude des invariants globaux est nettement plus 
avanccc en dimension 2. Une borne infericurc optimale sur R a ete dctcrmincc par A. Yamada 
([Yam82]) dans le cas orientable. Elle est rcalisee par le pantalon a trois pointes, et atteinte 
a 1' infini dans l'espace des modules pour les autres types topologiques (il suffit de pincer des 
geodesiques). Le maximum de R sur l'espace des modules est connu dans le cas compact 
(C. Bavard [Bav96]). Signalons que des problemes plus fins tels que la caracterisation des 
surfaces maximiales (C. Bavard [Bav96]), leur denombrement a topologie fixee ([BV02]), ou 
l'unicite du plus grand disque plonge dans ces surfaces (E. Girondo et G. Gonzalez-Diez 
[GGD99]) ont ete resolus. 

L'etude de la systole s'avere beaucoup plus difficile. Bien sur, la systole n'admet pas de 
borne inferieure positive (en dehors du cas trivial du pantalon), il s'agit done d'etudier son 
maximum sur l'espace des modules. La methode de comparaison des volumes cvoquee plus 
haut donne cosh(sys/2) < \ ■ voIa + 1 dans le cas ferme. Les exemples les plus interessants 
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de surfaces avec une grande systole (P. Buscr ct P. Sarnak [BS94]) nc pcrmettent pas de 
dire si cette inegalite est asymptotiqucment optimale. Nous connaissons peu de maxima 
globaux dans le cas compact (F. Jenni [Jen84] et C. Bavard [Bav92], P. Schmutz Schaller 
[Sch93], l'auteur [Gen05]), et une infinite dans le cas non compact (ils sont realises par les 
principaux sous-groupes de congruence, P. Schmutz Schaller [Sch.94]). Enfin, signalons ce 
qui est peut-etre le plus interessant, a savoir qu'une tres belle theorie variationnelle a ete 
developpcc (P. Schmutz Schaller [Sch93], C. Bavard [Bav97]). 

1.3. Commentaires sur les resultats et leurs preuves. Le theoreme 1.2 donnc une 
premiere minoration de R par une constante positive, les minorants precedents tendcnt 
cxponcnticllement vers (meme ceux ne concernant que le cas non compact, voir [Fri96]). 
Sa preuve est extrement simple : on prend un point de tangence d'une region cuspidale 
maximale avec elle-meme, et on evalue le rayon d'injectivite en ce point. La determination du 
rayon maximal de la variete de Gieseking dcmandc un peu plus d'efforts : nous decomposons 
la variete en deux polyedres, et nous utilisons des proprietes de convexite pour minorer le 
rayon d'injectivite a Pinterieur des polyedres. 

En ce qui concerne l'inegalite cosh(sys/2) < c n ■ vol a, nous nous inspirons du travail 
d'Adams et Reid pour construire une gcodcsique dont nous controlons la longueur en fonction 
du reseau euclidien a l'infini. Nous comparons cette longueur au volume de la variete grace 
a des methodes classiques de minoration de volume (voir partie 2). 

Le resultat principal de Particle est la majoration optimale de la systole en dimension 3. 
Nous etablissons l'inegalite en nous ramenant a un problems d'empilemcnt de disques dans 
les surfaces euclidiennes. Ce probleme est resolu via un argument variationnel (partie 6). 
Nous determinons le cas d'egalite grace a une caratcrisation du noeud de huit en termes de 
longueur de lacets pcripheriques due a C. Adams ([Ada02]). Le lemme suivant (voir § 5.2) 
s'avere essentiel pour estimer les longueurs des geodesiques 

Lemme. Soit 7 un element loxodromique de PSL(2,C). Sa distance de translation £ 7 est 
donnee par 2 cosh(£ 7 /2) = |Tr(7)/2 - 1| + |Tr('y)/2 + 1|. 

Dans les enonces des resultats, nous preferons faire intervenir le volume simplicial plutot 
que le volume. Ceci est un peu artificiel car une n-variete hyperbolique de volume fini verihe 
vol = v n ■ vol (voir [Thu79] § 6.5), oil v n designe le volume du simplexe ideal regulier de H™. 

1.4. Plan de Particle. Nous cffcctuons d'abord des rappels sur la structure et le volume 
des varietes hypcrboliques non compactes (partie 2). Nous etablissons ensuite la minoration 
du rayon maximal (partie 3), puis les inegalites entre systole et volume simplicial (partie 4). 
Le reste de Particle est consacre a l'inegalite optimale sur la systole en dimension 3. Elle 
ncccssitc des lcrmncs specifiqucs a la dimension 3 (partie 5), ainsi qu'une proposition sur les 
empilements de disques dans les surfaces plates (partie 6). Tous ces elements sont utilises 
pour fmalement etablir le resultat (partie 7). 

1.5. Remerciements. Jc tiens a remercier Ruth Kellerhals pour son soutien. Je la remercie 
aussi pour m'avoir indique de nombreuses references et prete plusieurs documents personnels. 
Une partie de ce travail a ete realisee lors d'un sejour au Max-Planck-Institut fur Mathematik 
de Bonn, je remercie la Max-Planck-Gesellschaft de son soutien et les membres de Pinstitut 
pour leur accueil. 

2. Volume et bouts cuspidaux 

Dans cette partie, nous rappelons plusieurs resultats classiques portant sur la structure et 
le volume des varietes hypcrboliques non compactes. Les idees relatives au volume sont issues 
des travaux [Mey86] de R. Meyerhoff, [Ada87] de C. Adams, et [Kel98b] de R. Kellerhals. 
Ce dernier nous sert de reference principale sur ce sujet. 
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2.1. Groupes kleiniens. Soit M une variete hyperbolique de volume fini et de dimension 
n > 3. D existe une representation fidele T de tti(M) comme reseau de lsom(H"). Selon le 
theoreme de rigidite de Mostow et Prasad, la representation T est unique a conjugaison pros 
par une isometric de H™, et le quotient L\H" s'idcntifie isometriqucmcnt a M. 

Lorsque M est non compacte, le groupe T admet des stabilisateurs paraboliques pour son 
action sur le bord conformc dH n . Ces stabilisateurs sont en nombre fini modulo conjugaison 
dans r. Considerons T x (x G dH n ) l'un de ces stabilisateurs, il agit de facon conforme 
et libre sur le complcmentairc dH n \ {x}, et s'idcntifie ainsi a un reseau sans torsion de 
lsom(E™ _1 ). Cette representation de T x comme reseau de lsom(E n_1 ) n'est pas canoniquc, 
mais elle est bien definie a conjugaison pres par une similitude. 

Dans la suite nous supposerons M non compacte, nous designerons par T x un stabilisateur 
parabolique d'un point x G dH n . Nous noterons A x = A(T X ) le sous-groupc abclicn libre 
maximal de T x . Notez que l'indice de A x dans T x est borne par une fonction de n. 

2.2. Cuspides. Une region cuspidale est une partie C de M de la forme T X \B X , ou B x est 
une horoboule centree en x G dH n ne contenant pas deux points identifies par un element 
7 G r \ T x . Nous appcllerons cuspide ou bout cuspidal une classe d'equivalence C de regions 
cuspidales pour la relation C <~ C si C contient C ou C contient C. 

L'inclusion, ou de manierc equivalente le volume, ordonne totalement une cuspide. La 
cuspide admet un representant maximal pour cette relation d'ordre consistant en l'union de 
scs elements. Nous appcllerons volume de la cuspide le volume de son representant maximal. 

2.3. Volume des cuspides. Une region cuspidale C se releve a H™ en un cmpilement 
d'horoboules. Supposons l'une de ces horoboules de la forme B^ = {x n > h} avec h > 0. 
Soit Poo un domaine fondamental mesurable pour Taction de T^ sur E n_1 = <9H™ \ {00} . 
Alors 

un\ un \ f°° dXn covol(roo) covol(Aoo) 

oii \q designe l'indice de Aqo dans T^. Le covolume de Loo est mesure relativement a son 
action sur E™ _1 . 

Si C est le representant maximal de la cuspide, alors -Boo admet des horoboules tangentes. 
Celles-ci se projettent orthogonalement sur E™ -1 pour former un cmpilement de boules de 
diametre h. Cet empilement est invariant par Loo, et passe au quotient en un empilement 
de boules de diametre h dans la variete plate Loo\E n_1 . A un facteur multiplicatif pres, la 
quantitc ft,™ _1 /covol(Loo) represente la densite de cet empilement. 

2.4. Le facteur 2 d'Adams. Par maximalite de C, il existe un element 7 G L \ Loo 
identifiant deux points de dB^. Les isometries 7 et 7 -1 envoient B^ sur des horoboules qui 
lui sont tangentes aux points identifies par 7. Pour fixer les idees, posons 7~ 1 (-B o) = -Bo et 
7(^00) = B b avec b G E"" 1 . 

Les horoboules Bo et B^ n'appartiennent pas a la meme orbite sous Paction de Loo- Sinon 
il existerait r G Loo tel que r(b) — 0, et T7 fixerait le point de tangence entre Bq et -Boo, ce 
qui est impossible car L n'a pas d'element elliptiquc. 

11 s'ensuit que l'empilcment de boules de diametre h dans la variete plate Loo\E n_1 
contient au moins deux boules. C. Adams mis en evidence ce fait important dans [Ada87]. 

2.5. Densite des cuspides. Le passage des cuspides a la variete toute entiere s'effectue au 
moyen du theoreme de K. Bdroczky ([B6r78] § 6). L'idec d'utiliser ce theoreme pour estimcr 
la densite des cuspides dans une 3- variete hyperbolique revient a R. Meyerhoff ([Mey86]). 
On trouve cependant dans Particle [Kel98b] de R. Kellerhals le premier enonce clair valable 
en toute dimension (lemme 3.2) : 
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Theoreme (R. Meyerhoff, R. Kellerhals) . Soit ¥? une union de regions cuspidales disjointes 
d'une variete hyperbolique M n . La densite de c & dans M satisfait 

volftf) , , , 

oil d n (oo) designe la densite simpliciale des horoboules dans H™ definie ci-dessous. 

2.6. Densite simpliciale. La densite simpliciale des horoboules dans H™ est la densite de 
n + 1 horoboules mutucllemcnt tangentes de H™ dans le simplexc ideal regulier cngcndrc 
par leurs centres. L'application du theoreme ci-dessus est conditionnee a la connaissance de 
la constante d„(oo), pour laquelle R. Kellerhals obtint dans [Kel98a] la formule suivante : 

Theoreme (R. Kellerhals). La densite simpliciale des horoboules est donnee par : 

fl I \ ft / le - \ 

dn{oo) = ^12^11^ 

fe=2 V 

ou v n designe le volume du simplexe ideal regulier de H" 

En procedant a la simpification suivante : 

i 

/n-2 



i.-k 



n(sir)' - n '•-'- n'-' +i 



k=2 K ' \l=\ / \i=3 



2^ 




j_ 3 l j (n~ l)\/n 



2~ 



nous obtenons une nouvelle expression de d n (oo) refletant son comportcment asymptotique 

n + 1 \/n 2 ~ 



d n (oo) 



n — 1 (n — 1)! v n 

J. Milnor donna dans [Mil94] p. 207 une formule cxplicite exprimant le volume du simplexc 
ideal regulier de H™, il en deduisit l'equivalcnt v n ~ e^/n/nl (voir aussi [HM81] p.H). Nous 
arrivons ainsi a : 

d n (oo) ~ —f. 

e 2— 

En particulier d„(oo) ~ \2d n oil d n designe la densite simpliciale dans E", c'est-a-dire la 
densite dc n + 1 boules euclidiennes de meme rayon mutuellement tangentes dans le simplexc 
regulier engendre par leurs centres. L 'asymptotique de d n a ete calculee par H. E. Daniels 
dans [Rog58], on la retrouve rapidement en utilisant les formules de R. Kellerhals ([Kel98a]) 
ct T. H. Marshall ([Mar99]). 

2.7. Minoration du volume. Le theoreme de Meyerhoff ct Kellerhals combine avec (1) 
donne dircctement 

vnlfA/fl > covol ( r °o) COVOl(Aoo) 

1 ' - (n - l)d n (oo)h n - 1 \ c (n- 1)^(00)^-! ' () 

C'est cette minoration que nous utiliserons dans la partie 4. Poursuivons neanmoins avec 
quclques commentaires sur le volume minimal des varietes hyperboliques non compactes. 

Suivant la remarque d'Adams, la variete plate r oo \E™ _1 contient au moins deux boules 
disjointes dc diametrc h. Or, C. A. Rogers a montre dans [Rog58] que la densite d'un 
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cmpilement de boules de meme rayon dans une variete plate est infericure ou cgale a la 
densite simpliciale d„. On en deduit immediatement (theoreme 3.5 de [Kel98b]) 

„ (h/2) n - 1 uj n - 1 , „„ rN w n _i 

° < d n ct vol(M) > 



covol(roo) " " v ' ~ 2«- 2 (n-l)rf„_ 1 d n (oo)' 

ou u) n -i designe lc volume de la boule unite de E" _1 . Remarquez le facteur 2 du a C. Adams. 
En dimension 3 on evalue facilcment ces diffcrcntcs quantites, on trouve ainsi 

V3h 2 < covol(roo) et vol(M 3 ) > u 3 . 

C. Adams obtint ces inegalites optimales dans [Ada87], ou il montra de plus que la variete de 
Gieseking (voir § 3.2) est l'unique 3-variete hyperbolique non compacte de volume minimal. 
R. Kellerhals calcula dans [Kel98a] des formules exprimant d„_i et d n (oo) en fonction de 
certains volumes, elle en deduisit dans [Kcl98b] la minoration suivante valable pour toute 
variete hyperbolique non compacte de dimension n > 3 : 

on 

vol(M") > - — iv 
n(n + 1) 

Ceci montre une croissance asymptotique du volume simplicial minimal. 

3. Minoration du rayon maximal 

3.1. Une borne optimale. 

Theoreme 3.1. Soit M une variete hyperbolique non compacte. Soit P un point de tangence 
du representant maximal d'une cuspide de M avec lui meme, alors 

R(M) > r inj (P) > arccosh(v / 5/2). 

La variete de Gieseking realise Vegalite entre ces differentes quantites. 

Remarque 3.1. Nous ne savons pas si la variete de Gieseking est la seule variete realisant 
l'cgalitc. 

Demonstration. Soit C un representant maximal d'une cuspide C de M. Nous nous placons 
dans la situation habituelle ou Bo et Boo — {x E H™ ; x n > 1} sont deux horoboulcs 
tangentes au-dessus de C '. Appelons P le point de tangence entre ces horoboules, et P son 
image dans M. Nous avons trivialement maxM fmj > r inj(P)- 

Pour un sous-ensemble A C H" ct un point x e <9H", notons Cone x (A) l'union des 
geodesiques d'extremite x passant par un point de A. Sur l'horosphere DBq (resp. 9-Boo) 
munie de sa metrique induite, on considcre lc disque Do (resp. -Doo) centre en P et de rayon 
1/2. Alors 

Lemme 3.2. Le rayon d'injectivite finj(P) est superieur ou egal au rayon de la plus grande 
boule contenue dans I'inter section des cones Coneo(-Do)nCone 00 (-D 00 ). Cette boule est centree 
en P et de rayon arccosh(vo/2). 

Demonstration du lemme. Le double cone Coneo(-Do) H Cone 00 (D 00 ) (figure 3) admct une 
symetrie de revolution par rapport a la droite (Ooo), ainsi qu'une symetrie par rapport a 
l'hypersurface geodesique tangente aux horoboules Bq et B^. En dimension 2, cet ensemble 
consiste en le quadrilatere convexe (0e" r ' 3 ooe 2 " r ' 3 ), que Ton reconnait comme l'union de 
deux domaines fondamentaux pour Taction habituelle de PSL(2, Z) sur H 2 . Clairement, 
la plus grosse boule contenue dans l'intersection des cones est centree en P et de rayon 
arccosh(v / 5/2). 

Nous allons montrer que l'intersection des cones est contenue dans la cellule de Dirichlct 
centree en P, ceci suffit pour conclure. Nous ne traiterons que le cas de la dimension 2. Soit 
z un point de Cone (-Do) H Cone co (Z) 00 ), en raison de la symetrie nous supposerons \z\ > 1. 
Par construction, P = i minimise la distance a z parmi les releves de P appartenant a 
l'horosphere <9i?oo = {lm = 1}. Les autres releves de P appartiennent a la bande {lm < 1/2}, 
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car ce sont des points de tangence entre des horoboules de rempilement. On verifie facilement 
que z est au moins aussi proche de P que de n'importe quel point de {lm < 1/2}, done de 
n'importe quel autre releve de P. En conclusion z appartient a la cellule de Dirichlet centree 
en P. □ 

II reste a montrer qu'il y a egalite lorsque M est la variete de Gieseking, ceci fait l'objet 
du paragraphe suivant. □ 



B„ 




Figure 3. Le double cone Coneo(-Do) H Coneoo(_D 



3.2. Le rayon d'injectivite de la variete de Gieseking. Soit S un simplexe ideal 
regulier de H 3 . Les identifications des faces de S representees en figure 4 reunissent toutes 
les aretes dans un meme cycle. Ainsi, selon un theorems de Poincare, les isometries realisant 
ces identifications engendrent un sous-groupe discret de lsom(H 3 ), construit explicitement 
au § 7.4. Les identifications ne fixant aucun point, ce sous-groupe agit librement et 1'espace 
quotient associe est une variete hyperbolique appelee variete de Gieseking et notee Nli 
dans le catalogue SnapPea ([Wee]). Elle realise le mininLum du volume parmi les 3-variete 
hyperboliques non compactes (voir § 2.7). 

Chaque face du simplexe admet un cercle inscrit, les points de tangence de ces cercles 
avec les aretes de S se projettent sur un meme point P dans la variete. Ce point est le seul 
point de tangence du representant maximal de la cuspide de N\\ avec lui-meme. On evalue 
facilement la distance minimale entre deux releves de P, on trouve imj(P) = arccosh( v / 5/2), 
a comparer avec le rayon de la boule inscrite dans S qui vaut arccosh(3/2\/2). 

Soient vi,...,Vi les centres des cercles inscrits dans les faces de S, et v le centre de la 
boule inscrite dans S. Les Vi sont les points de tangence de la boule inscrite. A chaque 
paire d'indices distincts {i, j} on associe l'enveloppe convexe des points v, u,-, Vj et de l'arete 
adjacente aux faces contenant Vi et Vj (figure 5). De cette fagon on decompose S en 6 
tetraedres isometriques. Les translates de ces tetraedres adjacents a une meme arete de S 
forme un nouveau domaine fondamental T a 12 faces (figure 6 et 7). Chaque face de T est 
supportee par un plan totalement geodesique equidistant de deux releves de P, on en conclut 
que ce domaine fondamental consiste en la cellule de Dirichlet centree en un releve de P. 

On peut visualiser les domaines fondamentaux S et T grace au logiciel SnapPea. L'idee 
de la minoration du rayon maximal vient en partie des observation faites avec SnapPea. 

Lemme 3.3. Le maximum du rayon d'injectivite de la variete de Gieseking est atteint au 
point P uniquement. 
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Figure 4. S 



Figure 5. Decoupage de S 





Figure 6. T 



Figure 7. Decoupage de T 





Figure 8. S 



Figure 9. T 
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Demonstration. Soit C le representant maximal de la cuspide, le point P realise le maximum 
du rayon d'injectivite sur C ' . En effet, ce point se situe sur le bord de C, et l'intersection de 
la boule B(P, ri n j(P)) avec une certaine fibre Co dc C consistc en un cmpilement optimal 
de deux disques de meme rayon dans une bouteille de Klein plate. 

La boule B(P, UnjiP)) a 6 points de tangence avec elle-meme, appartenant tous a Cq. 
Chacun d'eux admet deux releves dans S et deux releves dans T. L'enveloppe convexe des 
releves dans S est un polyedre S a 14 faces (8 triangles et 6 quadrilateres) represente en 
figure 8, tandis que l'enveloppe convexe des releves dans T est un polyedre T a 8 faces 
(6 quadrilateres et 2 hexagones) represente en figure 9. Vus dans M, ces polyedres sont 
d'intcrieurs disjoints, mais colles l'un a l'autre suivant les 6 quadrilateres. L'union des deux 
polyedres recouvre le complementaire de C dans M. II suffit done d'etudier rj„j dans S et 
dans T pour conclurc. 

Les sommets de S sont a une distance arccosh(v / 6/v / 5) du centre de S, et les sommets 
de T a une distance arccosh(v / 5/2) du centre de T. En tenant compte des identifications, 
chaque polyedre a exactement 18 aretes, toutes de longueur arccosh(ll/10). En effet, les 
sommets d'un triangle quelconque de S sont exactement les milieux des cotes d'un triangle 
equilateral dont les sommets sont des releves de P. 

Soit F une face de S contenue dans une face de S. Les points de F sont a une distance 
au plus arccosh(v6/v5) de v et de l'un de ses translates jv. Par convexite, un point x dans 
le cone de sommet v et de base F satisfait d(x,v) + d{x,"/v) < 2 arccosh(v / 6/v / 5), d'ou 
finj{x) < arccosh(v / 6/v / 5) < arccosh(v / 5/2). 

Soit F une face de S ou T qui n'est pas contenue dans une face de S. On verifie sans 
difficulte qu'un point de F se trouve a une distance inferieure a arccosh(v / 5/2) de deux 
sommets de F appartenant a une meme horosphere au-dessus de Cq. Cette propricte s'ctend 
par convexite a tout point a l'interieur du cone de base F et de sommet le centre du polytope. 
Ainsi, une boule de rayon arccosh(V5/2) centrce en un point de ce cone conticnt deux 
sommets appartenant a une meme horosphere au-dessus de Co- La trace de la boule sur 
l'horosphere consiste en des disques euclidiens dont le diametre est au moins la distance 
cntre les deux sommets, mais ce diametre depasse le diametre du plus grand disque plonge 
dans Co- Le rayon d'injectivite en tout point du cone est done inferieur a arccosh(V5/2). □ 

4. Inegalite systolique asymptotique 

4.1. Sur le produit de deux transformations paraboliques. 

Proposition 4.1. Soienta et (3 deux elements purement paraboliques de Mob(S"), de points 
fixes distincts. Si le produit a/3 est parabolique, alors a et ft stabilisent une meme droite 
conforme de S n . Sinon a et ft stabilisent un meme plan conforme de S™, sur lequel le 
produit a/3 admet deux points fixes distincts. 

Demonstration. Soient a et /3 deux transformations purement paraboliques, de points fixes 
respectifs p a et pp. Nous noterons V a (resp. T>p) l'ensemble des droites conformes dc S" 
stables par a (resp. (3). Considerons D a (resp. Dp) l'unique droite de T> a (resp. de T>p) 
passant par pp (resp. p a ). Les transformations a et ft stabilisent une meme droite conforme 
de S™ si et seulement si D a et Dp coincident. 

Supposons D a ^ Dp, et appelons P a .p le plan conforme engendre par D a et Dp. Ce 
plan est stable par a et ft. La droite Dp intersecte transvcrsalcmcnt chaque droite dc T> a 
contenue dans P a .p en exactement deux points, dont l'un est p a . Ainsi, Dp partagc P a ,/3 en 
deux cellules CI et Cg , verifiant 

a{C+) c C+ U { Pa } et a-'fC^C^uW. 

De meme, la droite D a partage P a ,/3 en deux cellules C+ et C~ verifiant 

ft(C+) c C+ U {pp} et ft-\C-)cCjU{pp}. 
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Les intersections C + = C+ fl Ct et C~ = C~ fl CJ sont des cellules disjointes verifiant 

a/3(C+)cC+ et (a/3)" 1 ^"-) C C". 

Par le theoreme de Brouwer, il vient que a/3 admet deux points fixes sur P a ,/3, et n'est done 
pas une transformation parabolique.Nous avons represents ce qui se passe en figure 10. On 
y voit les families de droites V a et T>p, ainsi que la cellule C + en gris. □ 

Remarque 4.1. Si a/3 est parabolique, alors (a, /3) preserve un plan totalement geodesique. 
L'action de (a, j3) sur ce plan hyperbolique est conjuguee a Taction usuelle du sous-groupe 
de congruence T(2) sur H 2 . En particulier le quotient est un pantalon a 3 pointes. 




Figure 10. P a ^ 



4.2. Inegalite systolique. Nous etablissons maintenant l'inegalite reliant systole et volume 
simplicial. Cette inegalite fait intervenir la constantc d'Hcrmite 7„, e'est-a-dire la meilleure 
constante satisfaisant 

min 1 1 All 2 < 7„ pour tout reseau A c E n de covolume 1. 

AGA\{0} 

Dcpuis les travaux de H. Minkowski et E. Hlawka, nous connaissons de maniere precise 
le comportement asymptotique de 7„. Selon J. H. Conway et N. J. A. Sloane ([CS88]), le 
meilleur encadrement asymptotique actuellement disponible est : 

1 < 7n < 1.744 
2ne ~ n ~ 27re 
Nous renvoyons a leur livre et au livre [Mar03] de J. Martinet pour plus d'informations. 

Theoreme 4.2. Soit M une variete hyperbolique non compacte de dimension n> 3, et soit 
C une cuspide de M . Alors 



cosh(sys/2) 3 ^/n(n + 1) ( J n -l 



ii-i 



En injectant le majorant asymptotique ci-dessus, on trouve 

cosh(sys/2) ( n f ^ \c 



vol a 



-(M) 



Remarque 4.2. Pour n suffisamment grand nous avons \q < i n -i < 2 n l (n — 1)!, cette 
borne est optimale dans le cas des groupes cristallographiques (S. Friedland [Fri96] § 5). 
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Demonstration. Soft C le representant maximal de C. La region cuspidate C se releve en 
un empilement d'horoboules, dont deux au moins sont tangentes. Nous nous placons dans 
la situation ou deux horobouks tangentes sont centrees en et oo, nous notons Bq et 
Boo = {x-n > h} ces horobouks. Nous supposons de plus la normalisation covol(Aoo) = 1. 
Designons par m^ le i-ieme minima successif de A^ : 

rrij = inf{sup(||Ai|| 2 , . . . , ||Ai|| 2 ) ; (Ai, . . . , Aj) est une famille libre de Aqo}. 

Lemme 4.3. On a I'inegalite suivante : 

mim 2 



cosh(sys(M)/2) < 1 



2h 



2 



Demonstration. Soient Ai et A 2 deux elements non colincaires de Aoo realisant rri! et rri2- 
Soit 7 dans T tel que 7 • = 00. Lcs conjugues a\ — 7~ 1 A 1 7 et a 2 — 7 _1 A 2 7 sont des 
transformations purement paraboliques fixant 0. En prenant /3 = Ai et en appliquant la 
proposition precedente, il vient qu'une des transformations ai/3, a 2 /3 est loxodromique. En 
effet, les transformations a.\ et a 2 ne peuvent fixer la meme droite conforme passant par 
et 00 puisque Ai et A 2 ne sont pas colineaires. 

Nous souhaitons estimer la distance de translation de la transformation loxodromique 
oiiji. Les transformations ai et /3 preservent un plan conforme, sur lequel le produit ctifl 
admct deux points fixes (proposition 4.1). II suffit done de travailler dans le sous-espace 
totakment geodesique borde par ce plan, car il contient l'axe de la transformation onfi. II 
revient au meme de se placer dans H 3 , oil nous pouvons representer on et j3 par les matrices 

X 1) ct ^ = (o ? 

oil m ct mi sont des nombres complexes de modules \m\ — mi et |mj| = m-i/h 2 . On trouve 

1 TO 



ati/3 - s , 

1 TOj muii + 1 

ce qui donne le resultat voulu via le lemme 5.1. D 

Le lemme ci-dessus associe a la minoration (2) du volume produit I'inegalite 
cosh(sys/2) 



[ {M) < \ c (n-l)d n (<K)h n - 1 (l+'^) 



vol 

Nous avons d'une part mim 2 < j^-i P ar 1° thcorcmc des minima successif de Minkowski 
(voir [Mar03] p. 50), et d'autre part h < mi < 7„_i. Nous en deduisons 

n-i (1 , mim 2 \ . 3 ! 



En remplagant d n (oo) par l'expression du § 2.6 nous trouvons le majorant souhaite. □ 

5. Preliminaires en dimension 3 

Avant d'attaquer la demonstration de I'inegalite optimak (theoreme 1.1), nous devons 
nous armer de lemmes specifiques a la dimension 3. Apres quelques rappels sur le groupe des 
isometries de H 3 , nous exprimons la distance de translation d'un element loxodromique en 
fonction de sa trace (§ 5.2). Nous decrivons ensuite le cadre general de notre etude (§ 5.3). 
Nous etudions en details les elements 7 d'un reseau T qui envoient une horobouk Bq sur une 
horobouk B^ (§§ 5.4, 5.5 et 5.6). Grace a ces elements nous pourrons controler la systole 
d'une variete hyperboliques non compacte (partie 7). Les notations et les objets introduits 
dans cette partie seront repris en partie 7. 

Par abus de langage nous parkrons de la trace d'un element de PSL(2, C) au lieu de 
parler de la trace d'un de ses releves a SL(2, C). Nous confondrons la sphere S 2 et la droite 
projective complexe P 1 (C). 
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5.1. Le groupe des isometries hyperboliques. Le groupe Mob(S 2 ) se decompose en le 
produit semi-direct PSL(2, C) x Z/2Z. Ici on idcntifie PSL(2, C) a Mob + (S 2 ) via son action 
par nomographic sur P 1 (C), et Z/2Z au sous-groupe engendre par la conjugaison z h- > z. 
L'automorphisme de PSL(2, C) induit par —1 € Z/2Z consiste en la conjugaison A i->- A. 

Une transformation conformc 7 e Mob(S 2 ) s'ccrit done dc maniere unique 

az + b az + b ,,/-,,., , 1 •, 

7 : z h-> ou 7 : z h-> — avec a,b,c,d € C tels que ad — be = 1. 

cz + a cz + a 

Cette action par nomographics de PSL(2, C) x Z/2Z se prolongc a H 3 U <9H 3 tout cnticr 
lorsqu'on regarde H 3 comme le sous-ensemble {x\ + x^i + X3J ; x\ , X2 € R et X3 > 0} de 
l'algebre des quaternions. Ce prolongement coincide bien avec Taction par isometries pour 
la metrique hyperbolique, on identifie de cette maniere PSL(2, C) x Z/2Z avec lsom(H 3 ). 

Si 7 est positif, on determine son type en caculant sa trace. Si 7 est negatif, on determine 
son type en calculant la trace de son carre, donnee par : 

Tr(-f 2 ) = \a\ 2 + \d\ 2 + 2Re(bc) si 7(2) = — — - avec a, b,c, d £ C tels que ad- be = 1. 

L'egalite \a\ 2 + \d\ 2 = (\a\ — \d\) 2 + 2\ad\ associee a l'inegalite triangulaire \ad\ — \bc\ > —1 
entraine Tr(7 2 ) > —2. En particulier, si 7 € PSL(2,C) x Z/2Z est loxodromique negatif, 
alors Tr(7 2 ) est positive car dc module plus grand que 2. Soulignons que pour un element 
(A, —1) dc PSL(2, C) x Z/2Z le module de la trace n'est pas invariant par conjugaison. 

5.2. Une formule pour la distance de translation. Soit 7 un element loxodromique 
dc PSL(2,C). Nous designerons respectivement par £^ et 9 1 la distance de translation et 
V angle de rotation de 7 le long de son axe. Nous conviendrons que 9 1 est defini par rapport 
a l'orientation canonique de C au point fixe repulsif de 7. 

Ces caracteristiques geomctriques s'expriment facilement en fonction des valeurs propres. 
Si A 7 est la valeur propre de module plus grand que 1 de 7, alors 

A 7 = ±exp(^ + ^lj oude maniere equivalente { £ I ^H^ ^ ^ _ 

Ainsi £ 7 s'exprime en fonction de la trace de 7, puisque les valeurs propres sont racines du 
polynome caracteristique. Malheureusement la formule obtenuc s'avcrc difficile a manipuler. 
II semble plus naturel de travailler avec 2 cosh(€ 7 /2) qui s'exprime simplcmcnt en fonction de 
la trace. Le lemme ci-dessous generalise la formule classique 2cosh(^ 7 /2) = |Xr('y)| valable 
pour tout element hyperbolique 7 de PSL(2,C). Dans le cas positif, cette generalisation 
se deduit d'une formule obtenue par D. Gabai, R. Meyerhoff et P. Milley dans la preuve 
du corollaire 3.6 de [GMM09]. Ann dc preserver l'unite du texte, nous reproduisons leur 
raisonnement dans la demonstration du lemme. 

Lemme 5.1. La distance de translation d'un element loxodromique 7 de PSL(2, C) x Z/2Z 
est donnee par : 



2 cosh I -^ 



Tr(7) l 



Tr( 7 ) 



2 ■ 1 



si 7 est positif, 



-\/Tr(7 2 ) + 2 si 7 est negatif. 

Demonstration. Cas 7 positif. Fixons un reel u et considerons £ u C C defini par 

£u = {cosIi(m + iv) ; v € R}. 

Grace a Pidcntitc cosh(u + iv) = cosh(u) cos(w) + i sinh(u) sin(u), nous identifions £ u avec 
l'ensemble des points (X,Y) de R 2 satisfaisant l'equation (X/ coshu) 2 + (Y/ sinhw) 2 = 1. 
Le sous-ensemble £ u est done une ellipse de C ~ R 2 de foyers 1 et — 1, ainsi 

2 cosh(u) = I cosh(u + iv) — 1 1 + | cosh(w, + iv) + 1 1 VweR. 

L'expression souhaitce vient en prenant u + iv = (£~ f + i# 7 )/2. 
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Cas 7 negatif. La transformation 7 2 G PSL(2, C) etant de type hyperbolique, on exprime 
sa distance de translation par la formule 2cosh(7 2 /2) = Tr(7 2 ). On conclut en remarquant 
que £ 7 2 = 2£ 7 et en utilisant une identite trigonometrique. D 

5.3. Cadre general. Considcrons M une 3-variete hyperbolique non compacte mais de 
volume fini. Soit T un groupe uniformisant M, et soit C un representant maximal d'une 
cuspide de M que nous relevons a H en un empilement d'horoboules. Quitte a conjuguer T 
nous supposons que deux horoboules tangcntcs de l'empilement sont respectivement centrees 
en et oo. Nous notons B x l'horoboule de l'empilement centree en un point x G <9H 3 . 

Soit 7 une isomctrie envoyant Bq sur -Boo, nous avons deja vu une telle isometrie au § 2.4. 
L'horoboule -Bf, image de Boo par 7 est tangente a B x , mais n'appartient pas a l'orbite de 
Bq sous Paction de Loo- Les conditions 7(0) = 00 et 7(00) = b cntraincnt 7 = (A, ±1) avec 

a ( cb -c- 1 \ 
A = _ I pour un certain cCL . 

Lorsquc 7 = (A, — 1) nous avons 7 2 = (AA, 1) avec 



AA 



\bc\ 2 — c/c —bc/c 
b\c\ 2 -c/c 



Le point de tangence entre Bq et B^ etant envoye sur le point de tangence entre B^ et -Boo , 
nous avons c = e /h avec 9 £ R et h > tel que -Boo = {a;3 > h}. Ainsi 7 s'ecrit 

h 2 e -2i0 h 2 e -^B 

7 : z h^ ou 7 : z h^ — 



z z 

En particulier, suivant que 7 est positif ou negatif nous trouvons 

Tr( 7 ) = &c ou Tr(7 2 ) = i-^--2cos(26»). 
Notez que si 7 est de type parabolique negatif, alors necessairement Tr(7 2 ) = 2. 

5.4. Elements loxodromiques. Parmi les elements 7 e T envoyant Bo sur -Boo, ceux 
minimisant |6| sont des candidats naturels pour realiser la systole de M. Dans le cas ou ils 
sont loxodromiques, nous controlons leur distance de translation a l'aide du lemme suivant : 

Lemme 5.2. Si 7 est un element loxodromique de T envoyant Bq sur -Boo, alors 



2cosh( V 2) < ^P- 



Demonstration. Si 7 preserve l'orientation, alors 



2cosh(^/2)= --1 + - + 1 <VW+K. 



be 






be 


— - 


- 1 


+ 


7T + 1 


2 






2 



Le dernier terme vient de ce que le petit axe de l'ellipse £ u du lemme 5.1 est vertical. Si 7 
renverse l'orientation, en combinant le lemme 5.1 avec l'expression de Tr(7 2 ) nous trouvons 

VI&| 2 + 2/i 2 (l-cos6») ^JAK 2 + \b\ 2 



2cosh(V2) = VMl 2 ) + 2 = Vl ' , V < 

D 
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5.5. Elements paraboliques positifs. Un clement r € T^ agit par translation, ou par 
translation-reflexion, sur l'horosphere dBoo munic dc sa metrique euclidienne induite. On 
definit sa distance de translation horospherique ||r||r comme la distance minimalc sur dBoo 
entre un point p G dBoo et son image r(p). Rcmarquez que ||T||r est invariant par conjugaison 
par un element du normalisateur de T dans lsom(H 3 ). Tout clement r G Aoo verifie la 
minoration 1 1 t~ 1 1 r > 1 car il envoic Bq sur une horoboule tangente a Boo disjointe de Bq. 

Ceci nous amene a considerer le tour de taille (waist size en anglais) de la cuspide C : 

w(C) = min ||r||r- 

II s'agit de la systole de la surface plate r oo \9i? 00 . Cet invariant a ete introduit par C. Adams 
dans [Ada02] . Le resultat principal de son article donne une caracterisation du complement 
du nceud de huit en terme de tour de taille. 

Theoreme (C. Adams). Soient M une Z-variete hyperbolique orientable, et C une cuspide 
de M . Alors w(C) > 1 avec egalite si et seulement si M est isometrique au complement du 
nosud de huit. 

Toute la difficultc du theoreme reside dans la condition necessaire du cas d'egalitc. La 
proposition suivante repose sur cette condition necessaire. 

Proposition 5.3. Si M a une seule cuspide, et s'il existe un element parabolique positif 7 
de r envoyant B sur Boo, alors M est isometrique au complement du nceud de huit ou a 
la variete de Gieseking. 

Demonstration. Le point fixe de 7 est 6/2. En particulier il y a une horoboule B b / 2 de 
l'empilement posee en 6/2. Comme 7 envoie sur 00 et 00 sur 6, nous voyons clairement 
que 7 stabilise le plan dc H 3 engendre par 0, 00 et 6. La trace de ce plan sur l'horosphere 
dB b 2 est une droite conforme de dB b / 2 elle aussi stabilised par 7. 

Evaluons la distance de translation ||7||r de 7 sur l'horosphere dB b / 2 munie de la metrique 
induite. Elle coincide avec la distance entre les points d'intersection de dB b / 2 avec les droites 
hyperboliques (06/2) et (oo6/2). Nous pourrions cxpliciter cette distance en fonction du 
diametre euclidien d de B b i 2 . Nous nous contenterons de deux remarques evidentes : cette 
distance croit en fonction de d, et decroit en fonction de |6|. Ces grandeurs etant soumiscs 
aux contraintes d'empilement d < h et |6| > h, on conclut que la valeur maximale de ||7||r est 
attcintc lorsquc les horoboules Bq, Boo et B b / 2 sont mutuellement tangentes, d'ou ||7||r < 1- 
Si M est orientable on conclut par le theoreme d'Adams. 

Si M est non orientable, on considere son revetement double orientable M + . Rappelons 
que M + ~ L + \H 3 ou L + designe le sous-groupe d'indice deux forme des elements positifs 
de r. Ce revetement double a une ou deux cuspides qui hbrcnt en tores. Les representants 
maximaux des cuspides de M + coincident avec les releves a M + du representant maximal 
dc C (7 est positif). Nous en deduisons que le tour de taille des cuspides dc M + vaut 1. En 
conclusion, M + est isometrique au complement du nceud de huit, et M est isometrique a la 
variete dc Gieseking (unique 3- variete hyperbolique non compacte de volume ^3). □ 

5.6. Elements paraboliques negatifs. Supposons qu'il existe un element parabolique 
negatif 7 £ L envoyant B sur B m . Selon la discussion du § 5.3 nous avons Tr(7 2 ) = 2 et 

|6| =2h\cos9\. 

Nous determinons par un calcul direct le point fixe P 7 de 7 et 7 

b b 

= — \- 1— tan t), 

2 2 



2 



2 cos( 
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Le point P 7 apparticnt a la mediatrice de [0, b], et se trouve a une distance h de et de b. 

La distance de translation de -y 2 sur l'horosphere dBp coincide avec la distance entre 
les points d'intersection Pq et Pb des droites hyperboliques (0P 7 ) et (6P 7 ) avec dBp . Nous 
supposons dans un premier temps le diametre cuclidien de Bp egal a h. Les points Pq et Pb 
sont alors les points de tangence de Bp avec Bo et Bb- Les horoboules P^ et Bp jouent 
des roles symetriques. En appliquant l'inversion suivant le cercle centre en P 7 passant par 
et b, on voit que la distance recherchee vaut |6|//i, soit 2|cos#|. Supposons maintenant 
le diametre d de Bp quelconque. La distance hyperbolique entre <9Pp_ et l'horosphere de 
diametre h vaut | ln(/i/d)|. En envoyant P 7 sur oo on voit facilement que 

Il7 2 ||r - 2^|cos0|. 
Les horoboules B et Bb etant disjointes nous avons |6| > h, avec \b\ — 2h\ cos9\ cela donne 

\cos8\ > 1/2. 

Pour finir, remarquons que dans le cas oiiMa une seule cuspide, l'horoboule Bp fait partic 
de l'empilcmcnt au-dessus de C, ce qui impliquc h > d. 

6. Une proposition sur les surfaces plates 

Nous verrons au § 7.1 comment l'etude du rapport cosh(sys/2)/vol se ramene a un 
problcme d'empilement de disques dans des surfaces plates. Ne disposant d'aucun resultat 
antcricur relatif a ce problcme d'empilement (qui presente en soi peu d'intcrct), nous allons 
consacrer cette partie a la demonstration de la proposition ci-dessous, qui permettra d'etabir 
la proposition 7.2. Dans toutc cette partie, par surface nous entendons surface fermee, et 
par disque nous entendons disque metrique ouvert plonge. 

Proposition 6.1. Soit N une surface fermee munie d'une metrique plate. Si N contient 
deux disques disjoints de diametre h, dont les centres sont a distance d I'un de V autre. Alors 

hV^h 2 + d 2 V5 
vol(iV) " 71' 
avec egalite ssi Vempilement de disques se releve en Vempilement hexagonal. 

Demonstration. D'apres le lemme 6.2, il cxiste une configuration de deux disques disjoints 
de meme diametre dans une surface plate rcalisant la borne superieure de hy/Ah 2 + d 2 /vol. 
Selon le lemme 6.3, cette configuration satisfait h\J Ah 2 + d 2 /vol = v / 5/i 2 /vol. Or, nous savons 
depuis A. Thue que la densite de deux disques dans une surface plate est majoree par 7r/\/l2 
avec egalite ssi l'empilement se releve en l'empilement hexagonal (voir [Rog58, B6r78]), par 
suite vol > \/3h 2 avec egalite ssi l'empilement se releve en l'empilement hexagonal. □ 

6.1. Realisation de la borne superieure. 

Lemme 6.2. II existe une surface plate, et une configurations de deux disques disjoints de 
meme diametre dans cette surface, realisant la borne superieure de hs/Ah? + d 2 /vol. 

Demonstration. Fixons un type topologique S de surface fermee plate. Par compacite, toute 
metrique plate sur S admct une configuration optimale relativement a h\J Ah 2 + d 2 /vol. 
On definit de cette fagon une fonction continue sur l'espace des modules des structures 
plates sur S. Regardons cet espace des modules comme l'espace des classes d'isometrie de 
metriqucs plates sur S dont la plus courte geodesique orientable est de longueur 1. Avec 
cette normalisation, on va a l'infini dans l'espace des modules (i.e. on sort de tout compact) 
si et seulemcnt si le volume tend vers l'infini. La condition sur la plus courte geodesique 
orientable impose h < 1. Et, en travaillant avec des domaines fondamentaux rectangulaires, 
on trouve que le diametre est inferieur a yl + vol quelle que soit la metrique plate sur S. Par 
consequent d < y 1 + vol 2 , et hy/ih 2 + d 2 /vol < 1 lorsque le volume tend vers l'infini. □ 
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6.2. Rayon d'injectivite des bouteilles de Klein. Soit Kl une bouteille de Klein plate. 
Le groupe fondamental, vu comme groupe des automorphismes du revetement universel, 
admet un systeme de generateurs (a, /3) tel que : a est une translation-reflexion, /3 est une 
translation, les directions de a 2 et /3 sont orthogonales. Un tel systeme sera appele une 
base orthogonale de 7Ti(Kl). Etant fixee une base orthogonale (a, (3), le groupe fondamental 
admet la presentation 7ri(Kl) = (a,/3 ;a/3 — f3~ l a). En particulier, tout element de 7ri(Kl) 
s'ecrit sous la forme normale a k : /3 avec k, I e Z. A inverse et conjugaison pres, il y a deux 
translation-reflexions primitives (une pour chaque plan projectif), correspondant a a et a/3. 
Nous avons represents en figure 11 les axes des translation-reflexions, ainsi que certaines 
droites dirigees suivant le vecteur j3 ; les zones grisees mettent en evidence deux domaines 
fondamentaux. 

Le couple (a 2 , (3) forme une base orthogonale du reseau euclidien d'indice deux de 7ri(Kl). 
Une systole de Kl appartient a la classe d'homotopie libre de a, a(3 ou (3. Une geodesique 
orientable de longueur minimale appartient a la classe d'homotopie libre de a 2 ou (3. 

Bien que Kl ne soit pas homogene, le groupe a 1-parametre t 1— > ta 2 passe au quotient en 
une action par isometries de S 1 sur Kl. Parmi les geodesiques dans la classe d'homotopie 
libre de a (resp. af3), il y en a exactement une de longueur minimale, nous la noterons encore 
a (resp. a/3). La decoupe des geodesiques a et a/3 produit un cylindre plat dont les bords 
sont de longueur ||a 2 || = 2||a||, tandis que la distance separant les bords est ||/3||/2. 



a/3 2 . 
a/3 . 



ap-l 
a/3-1. 



E 2 



11/311 



Figure 11. Revetement universel de Kl 



En tout point p de Kl, le rayon d'injectivite est realisee par une geodesique fermee simple, 
librement homotope a a, a/3, a 2 ou /3. Si p est a distance y de a (resp. a/3), alors la geodesique 
passant par p dans la classe d'homotopie libre de a (resp. a/3) est de longueur ^/||a|| 2 + Ay 2 . 
En particulier, les points sur la geodesique equidistante de a et a/3 realisent le maximum du 
rayon d'injectivite. 

6.3. Condition d = h. 

Lemme 6.3. Si une surface plate, et une configuration de deux disques disjoints de mime 
diametre dans cette surface, realisent le maximum du rapport hy/Ah 2 + <i 2 /vol, alors d = h. 

Demonstration. Considerons une configuration optimale, et supposons par l'absurde d > h. 
La configuration etant optimale, nous ne pouvons pas augmenter le diametre h des disques. 
Ainsi, l'adherence d'un des disques contient un lacet geodesique non contractile. Si la surface 
est un tore, l'adherence de chaque disque contient exactement une geodesique fermee simple 
non triviale. Nous avons unicite car les disques sont disjoints. Si la surface est une bouteille 
de Klein, plusieurs cas se presentent (nous reprenons les remarques du § 6.2) : 

i) l'adherence de chaque disque contient une geodesique fermee appartenant a /3 ; 

ii) l'adherence de chaque disque contient une geodesique fermee appartenant a a 2 ; 
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iii) l'adherence d'un disque contient un lacet geodesique librement homotope a a ; 
iv) l'adherence d'un disque contient un lacet geodesique librement homotope a a/3 ; 
Les deux disques etant disjoints, nous avons au plus un disque contenant un lacet homotope 
a a (resp. a a/3). Pour la meme raison, le cas i) exclut tous les autres cas, et les cas iii) et 
iv) ne peuvent se produire simultanement pour un meme disque. 

Appelons K la reunion des lacets geodesiques de longueur h contenus dans l'adherence 
des disques et passant par un des centres. En traitant separement les diffcrcnts cas (cas 
du tore, cas i-iv) de la bouteille de Klein), nous montrons sans difficulte qu'il existe une 
bande totalement geodesique B e de largeur e disjointe de K. Les geodesiques bordant B e 
sont paralleles aux geodesique fermees contenues dans l'adherence des disques, en particulier 
elles sont de longueur inferieure a 2h. La distance entre les centres des disques est realisee 
par un segment geodesique de longueur d. Soient u la distance parcouru par ce segment dans 
la direction definie par les bords de B e , et v la distance parcourue par ce segment dans la 
direction orthogonale, nous avons d = \/u 2 + v 2 . 

Procedons a la chirurgie suivante : nous decoupons les geodesiques bordant B e , nous 
enlevons B £ , et nous recollons les bords restants de maniere a preserver l'alignement des 
geodesiques orthogonales a dB e . Pour e suffisamment petit, cette chirurgie produit une 
nouvelle configuration de deux disques disjoints dans une surface plate (car d > h et B e 
n'intersecte pas K). Nous avons represents en figure 12 un exemple de chirurgie sur un tore 
plat, notez que la chirurgie change la pente des cotes non horizontaux du parallelogramme. 






Figure 12. Chirurgie sur un tore plat 

En marquant d'un indice e les grandeurs relatives a la nouvelle configuration nous avons : 
h e = h, u e = u, v e = v — e, d\ = d 2 — 2ve + e 2 . Le calcul de d 6 depend du choix du segment 
realisant la distance entre les centres des disques, nous prenons celui dont la longueur decroit 
le plus par chirurgie. La surface fibre en geodesiques paralleles aux bords de B £ , et son 
volume s'ecrit sous la forme vol = ab, avec a et b satisfaisant : a > h et b > v. Nous avons 
vol e = vol • (1 — e/b) et 

_ 1 4. - 



Ou bien Ah 2 



vol fi vol V ' 6 Ah 2 + d 2 

d 2 > bv, alors pour e > suffisamment petit nous avons 



o(e) 



d 2 



> 



h\/Ah 2 + d 2 



vol, 



vol 



Ou bien Ah 2 + d 2 < bv, alors en utilisant h < a et v < b nous trouvons h\jAb? + d 2 /vol < 1. 
Dans les deux cas la configuration n'cst pas maximale, confirmant l'hypothese d'absurde. D 
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7. Une inegalite systolique optimale en dimension 3 

Dans cette partie nous prouvons : 

Theoreme 7.1. Toute 3-variete hyperbolique non compacte satisfait 

cosh(sys/2) \/Z 

vol a ~~ 2 

sauf si elle est isometrique a la variete de Gieseking, auquel cas 

cosh(sys/2) _ 1 + y/l3 
voIa 4 

Soit M une 3-variete hyperbolique non compacte mais de volume fini. Considcrons un 
groupe r uniformisant M , et C un representant maximal de la cuspide de plus petit volume 
de M. Nous relevons C a H 3 en un empilcmcnt d'horoboulcs. Quitte a conjuguer T nous 
supposons que deux horoboules tangentes de l'empilement sont respectivement centrees en 
et oo. Nous posons B^ = {x n > h} avec h > 0. 

Pour controler le rapport cosh(sys/2)/volA, nous devons minorer le volume simplicial 
et majorer la sytole. A l'aide du theoreme de Meycrhoff-Kellerhals et de l'egalite (1) nous 
obtenons une premiere minoration du volume simplicial : 

i ^ 2 \ir\ covol ( r co) 

V ol A >- 7 =.vol(C) = - 7 =^. 

Le covolume de T^ sera minore par une methode ad hoc, ou par un argument classique 
de densite qui donnc covolfTco) > y/3h 2 (voir §§ 2.4 et 2.7). Nous majorons la systole 
par la distance de translation d'un element de T envoyant Bo sur Boo- Parmi les elements 
envoyant Bq sur B^, nous appelons 7 eclui minimisant le module dc b — 7(00) parmi les 
points de Too • b (7 n'est pas toujours unique). Lorsque cet element est loxodromiquc (resp. 
parabolique positif) nous concluons rapidement grace a la proposition 6.1 (resp. grace a la 
proposition 5.3). Le cas parabolique negatif demande un peu plus de travail. 

D'une maniere generale nous reprenons les notations introduites au § 5.3. Toutefois nous 
travaillons avec la normalisation suivante : t/: zh>z + 1 est un vecteur minimal du reseau 
euclidien K^. Rcmarquez que cela implique Re(fe) e [—1/2, 1/2], h < 1, covol(Aoo) > y/Z/2 
et covol^oo) > 1/2. 

7.1. Si 7 est loxodromique. 

Proposition 7.2. Si 7 est loxodromique, alors 

cosh(V2) V5 

voIa(M) ~ ~Y' 

Demonstration. Le lemme 5.2 associe a l'inegalite vol(M) > covol(r '^ / 'y/3h 2 donne 



cosh(^ 7 /2) V3 hyjAh 2 + \b\ 2 

voIa(M) ~ ~Y ' covol(roo) 

Les horoboules des orbites T^ ■ Bq et Too • B^ se projettent orthogonalcmcnt sur dBrx, pour 
former un empilement de disques de diamctre h. Cet empilcment passe au quotient en un 
empilement de deux disques dc diamctre h dans Tq^E 2 . Comme b est suppose de module 
minimal parmi les point dc T^ ■ b, les centres des deux disques sont a distance \b\ l'un de 
l'autre. On conclut en appliquant la proposition 6.1. □ 
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7.2. Si 7 est parabolique positif. 

Proposition 7.3. Si 7 est parabolique positif, ou bien M a plusieurs cuspides et 

cosh(4,±i 7 /2) \/5 

voIa(M) ~ ~2~' 

ou bien M est isometrique a la variete de Gieseking ou au complement du noeud de huit. 

Demonstration. Nous supposons 7 parabolique positif. Si M a une seule cuspide, nous savons 
grace a la proposition 5.3 que M est isometrique a la variete de Gieseking ou au complement 
du nceud de huit. Nous supposons desormais que M possede plusieurs cuspides. 

Puisque 7 est parabolique positif, nous avons Tr(7) = be = ±2. Necessairement l'une des 
transformation rf 11 ^ est loxodromique, et en appliquant le lemme 5.1 nous avons : 

cosh(4,±i 7 /2) < 1 + ^r- 

Soit C une cuspide de M distincte de C, et soit C son representant de plus grand volume 
parmi ceux disjoints de C . Une analyse des points de tangence entre C et C montre que 

vol(C) > y/l/2 et vol(C') > \/3/2, ou 
vol(C) > 3\/3/4 et vol(C') > \/3/4. 

Dans tous les cas nous avons voIa(-M) > -j= ■ vol(CU C") > 2. On trouve ce raisonnement et 
ce resultat dans Particle [Ada88] de C. Adams. Cette minoration avec le majorant ci-dessus 
permet de conclure des que h > l/2(v5 — 1). En utilisant les minorations 

vol(C) > covol(r oo )/2/i 2 > l/4/i 2 
vol(C') > >/3/4, 

nous trouvons voIa(-W) > -75 ■ vol(C U C") > | • ( 1 + i 1. Cette minoration avec le 
majorant ci-dessus nous donne une fonction croissante de h, qui prend une valeur inferieure 
a\/5/2enft = l/2(v/5-l). D 

7.3. Si 7 est parabolique negatif. 

7.3.1. Unicite de la cuspide et consequences. 

Lemme 7.4. Si 7 est parabolique negatif, et si M a plusieurs cuspides, alors 

cosh(4,±i 7 /2) \/5 

voIa(M) ~ ~2~' 

Demonstration. Supposons 7 parabolique negatif, nous avons |6| = 2h\cos9\ vu le § 5.6. 
L'une des transformations ?7 ±1 7 est loxodromique, et par le lemme 5.1 il vient 

1 

h 
1 



2cosh(4,± 1 7 /2) = r V|6±l| 2 + 4/i 2 sin 2 



'|6| 2 ±2Re(6) + l+4/i 2 sin 2 6» 
h v 

< -V'lh 2 + 2. 
/i 

Supposons que M possede plusieurs cuspides. Nous reprenons les minorations du volume 

simplicial vues dans la preuve de la proposition precedente. Si h > l/2y2, en associant la 

minoration vo\&(M) > 2 avec la majoration ci-dessus nous obtenons l'inegalite souhaitec. 

Si ft. < 1/2V2, nous concluons en utilisant la dcuxieme minoration. D 

A partir de maintenant nous supposons que M a une seule cuspide. Dans ce cas, il existe 
un element a G Too conjugue a 7 dans T. 
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Lemme 7.5. S7 est parabolique negatif, et si M a une seule cuspide, alors a 2 et n sont 
egaux a inverse pres. 

Demonstration. D'apres le § 5.6 nous avons ||a||r = IMIr = tt|cos#|. Ainsi, le vecteur de 
translation de a (vue comme isometrie de E 2 ) est de norme ||q;||e = d\ cos6\ < h < 1. Ceci 
implique que a est un clement primitif de T^ (a n'est pas une puissance non triviale d'un 
element de Too), car les vecteurs minimaux de A^ sont de norme 1. 

Les vecteurs a 2 et n etant des elements primitifs de Aoo, leur colinearite implique leur 
egalite a inverse pres. Aussi nous supposons par l'absurde a 2 orthogonal a r\. Le point b 
minimise le module parmi les points de son orbite sous Taction de A^, d'ou |Re(6)| < 1/2 
et 1 1 m (£>) I < d\ cos#|. Nous en deduisons 



\b\ 2 < d 2 cos 2 6- 
Ah 2 cos 2 6 < h 2 cos 2 6 
2h\cos6\ < 



1 

4' 
1 

4' 



1 
73" 
Finalement ||q; 2 ||e = 2d| cos9\ < l/v3, ce qui contredit l'hypothese r\ vecteur minimal. □ 



Nous supposons que 7 est parabolique negatif, et que M a une seule cuspide. Par le lemme 
ci-dessus nous avons ||o: 2 ||e = ||?7||e = 1, ce qui entraine (voir § 5.6) 

1 ,,, h 

d= — et \b\ = -. 

2|cos6>| ' ' d 

Comme | cos^l > 1/2 et h > d (voir § 5.6), il vient 

h> d> - et 2h > \b\ > 1. 
- - 2 -11- 

7.3.2. Dichotomie. Nous poursuivons avec les memes hypotheses (7 est parabolique negatif 
et M a une seule cuspide). Nous distinguons deux cas suivant que le point fixe de 7 (note 
P 7 ) appartient ou non a l'une des orbites r^ • ou T^ ■ b. 

Lemme 7.6. Si P 1 appartient a l'une des orbites T^ ■ ou T^ ■ b, alors M est isometrique 
a la variete de Gieseking. 

Demonstration. Supposons que P 7 appartient a l'une des orbites, disons a T^ ■ 0. Alors, 
l'horoboule Bp^ est de meme diametre que B , soit d — h. Nous en deduisons d'une part que 
les horoboules B et Bb sont tangentes a Bp^ (voir § 5.6), et d'autre part que \b\ = h/d = 1. 
Par hypothese b et realisent la distance entre les orbites Too • et Too • b. Ainsi nous avons 
1 = |fe| < \b — P~ ( \ = h < 1. Finalement h — 1 et la distance de translation horospherique de 
a 2 vaut ||a 2 ||r = 1- Comme M a une seule cuspide qui fibre en bouteilles de Klein, M + a 
une seule cuspide qui fibre en tores. Ainsi ||a 2 ||r+ = 1 et par le theoreme d'Adams (§ 5.6) 
M + est isometrique au complement du nceud de huit, done M est isometrique a la variete 
de Gieseking. □ 

Lemme 7.7. Si P~ t n 'appartient a l'une des orbites T^ • ou Too • b, alors 

cosh(4,±i 7 /2) ^5 

voIa(M) ~ ~2~" 

Demonstration. Nous connaissons deja la majoration cosh(^±i 7 /2) < y/1 + l/2/i 2 (voir la 
preuve du lemme 7.4). II s'agit done de minorer vo\a(M) > covol(roo) / \/3h 2 . Afin d'estimer 
le covolume de Too, nous allons regarder comment certaines horoboules se projettent dans 
la bouteille de Klen plate T^E 2 . Rappelons qu'une horoboule se projette orthogonalement 
sur un disque de E 2 , qui passe au quotient en un disque de Tq^E 2 . 
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L'isometrie parabolique negative 7 envoie l'horoboule Bq sur une horoboule qui lui est 
tangente (en l'occurence Boo). L'isometrie a se comporte de la meme maniere puisqu'elle est 
conjuguee a 7 dans T : cllc envoie une horoboule Bp sur une horoboule qui lui est tangente. 
Comme Bq est a distance ln(h/d) de Bp^ , il vient que Bp est de diametre d. 

Les horoboules Bq et B\, se projettent sur deux disques D$ et D\, de diametre h dans 
la bouteille de Klein plate T^E 2 . Les centres des disques sont a distance |6| > 1 l'un de 
Pautre. L'horoboule Bp se projette sur un disque Dp de diametre d > 1/2 dans r oo \E 2 . 
Comme a envoie Bp sur une horoboule qui lui est tangente, le centre de Dp est a distance 
minimale de la geodesique a. Dans la suite nous supposons \b\ = 1, d = 1/2 et le centre de 
Dp supporte par a. Ceci ne pose pas de probleme car nous minorons le volume de L oc \E 2 . 
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Figure 13. Configuration optimale 



Figure 14. Graphe du majorant 



Nous regardons la bouteille de Klein comme un cylindre dont chaque bord est autorecollc 
par antipodie. Les deux bords s'identifient aux geodesiques a 2 et (a/3) 2 qui sont de longueur 
1. Les disques D et D\, sont clairement disjoints, en revanche Dp peut intersecter un de 
ces disques. Si les horoboules Bp et B sont tangentes, alors les centres de Dp et D sont a 
distance \/h/2 l'un de l'autre, en particulier les disques s'intersectent. Nous avons represente 
en figure 13 la configuration minimisant le volume de F oc \E 2 . Le rectangle est un domaine 
fondamental pour Taction de F^ sur E 2 , les cotes horizontaux correspondent a a 2 et (a/3) 2 , 
e'est-a-dire aux bords du cylindre evoque precedemment. On trouve 



covolCToo) > y/h/2-1/16 + V3/2 + \/^ 2 /4 - 1/16, 



et 



cosh(f T; ±i 7 



/2) 



voIa(M) 



< 



h^JZb? + 3/2 



y/h/2 - 1/16 + V3/2 + ^h 2 /4: - 1/16 ' 



Une etude (fastidieuse) des variations du majorant montrerait qu'il atteint son maximum 
en h — 1 sur l'intervalle [1/2, 1], et que ce maximum est inferieur a y/E/2. Nous preferons 
donne une representation graphique de ce majorant (figure 14) . □ 

7.4. La systole de la variete de Gieseking. En utilisant l'algorithme de C. Hodgson et 
J. Weeks ([HW94] § 3), le logiciel SnapPea trouve 1' approximation sys(Nli) ~ 1.087. Or, 
depuis la these de H. Gieseking ([Giel2] p. 185), on sait construire un sous-groupe T de 
PGL(2,C 3 ) x Z/2Z uniformisant Nli. Ceci justifie sys(Nli) = 2arccosh((l + %/l3)/4). Nous 
rappelons ci-dessous la construction de V, et dctcrminons des elements realisant la systole. 
Partons du tetraedre ideal regulier T = (Olwoo) avec w = e i7r / 3 . Nous construisons sans 
difficulte deux homographies identifiant les faces de T comme indique en figure 4. Voici 
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les expressions analytiques et matricielles de ces homographies (en fait ce ne sont pas des 
matrices mais des elements de PGL(2, C) x Z/2Z, d'ou l'indice —1) : 



f:z> 



g : z^ 



"-1 F= l l 

-u ' -w 



UJZ 
Z + u' 



G 



u 
1 u 



oowl i— > oolO, 
Oluco i-» OIuj. 



Ces transformations engendrent un sous-groupe T = (f,g) de PGL(2,03) x Z/2Z ou O3 
designe l'anneau des entiers de Q(v— 3). Le theoreme de Poincare donne la presentation 
T = (f,9 I g~ l f~ l 9 2 f)- Le quotient de H 3 par PGL(2,C 3 ) x Z/2Z (resp. PGL(2,C 3 )) est 
la 3-orbivariete hyperbolique non compacte (resp. non compacte orientable) de plus petit 
volume (R. Meyerhoff [Mey86]). Le groupe PGL(2, O3) X Z/2Z est associe a un orthoscheme 
de Coxeter, en figure 5 nous avions decompose le tetraedre ideal regulier en 6 tetraedres, 
chacun de ces tetraedres se decompose a nouveau en 4 orthoschemes de Coxeter, montrant 
ainsi que l'indice de F dans PGL(2, O3) x Z/2Z est egal a 24. 

Les translation-reflexions / et (fg 2 )~ 1 g(fg 2 ) engendrent le stabilisateur T^. Elles ont 
pour axes les droites 1/2 + Rw et —3/2 + Ru, et pour vecteurs de translation — u/2 et w/2. 
Les horoboules tangentes a B^ sont de diametre 1, elles se projettent en un empilement 
de disques de diametre 1 sur C. Cet empilement se divise en deux orbites sous Taction de 
Too : Too • Bq et T^ ■ B u 2 . Les deux horoboules de T^ ■ B u 2 tangentes a -Bo sont B^i et 
B-\. Notons t u la translation suivant le vecteur uj. La transformation g^ 1 T UJ envoie Bq sur 
Boa et -Boo sur B^i , elle correspond a l'element 7 etudie lors des paragraphes precedents 
(nous aurions pu tout aussi bien considerer T^^g" 



(de meme que T- U g tJ). 
tangentes sont B_i_ u , B u 



t u ). Cet element est parabolique negatif 
B w 2 les plus proches de Bq sans en etre 



Les horoboules de F c 
_i, B i /g et -Bi- W . Les transformations envoyant Bq sur B^ et 



Boo sur B_i_ w ou B i /^ sont loxodromiques negatives, leur distance de translation vaut 
2arccosh(-y/3/2). Les transformations envoyant Bq sur B^ et B^ sur B u 2_ x ou B\- u sont 
loxodromiques positives, leur distance de translation vaut 2arccosh((l + \/l3)/4). 

Nous avons represente en figure 15 la projection sur C des horoboules tangentes a B^. 
Les deux couleurs permettent de distinguer les deux orbites sous Paction de T^ . Nous avons 
dessine deux domaines fondamentaux : l'un constitue de triangles equilateraux, l'autre forme 
d'un rectangle marque des identifications habituelles. 
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Figure 15. Empilement d'horoboules pour Nli 



SYSTOLE ET RAYON MAXIMAL 



2o 



References 

[Ada87] C. Adams. The noncompact hyperbolic 3-manifold of minimal volume. Proc. Amer. Math. Soc, 

100(4) :601-606, 1987. 
[Ada88] C. Adams. Volumes of A^-cuspcd hyperbolic 3-manifolds. J. London Math. Soc. (2), 38(3) :555- 

565, 1988. 

[Ada02] C. Adams. Waist size for cusps in hyperbolic 3-manifolds. Topology, 41(2) :257-270, 2002. 

[Ada05] C. Adams. Hyperbolic knots. In Handbook of knot theory, pages 1-18. Elsevier, 2005. 

[Ago06] I. Agol. Systoles of hyperbolic 4-manifolds. 2006. arXiv :math/0612290. 

[AR00] C. Adams and A. Reid. Systoles of hyperbolic 3-manifolds. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc, 
128(1) T03-110, 2000. 

[Bav92] C. Bavard. La systole des surfaces hyperclliptiques. 1992. Prcpublication de PENS Lyon. 

[Bav96] C. Bavard. Disques extremaux et surfaces modulaircs. Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6), 
5(2) T91-202, 1996. 

[Bav97] C. Bavard. Systole et invariant d'Hermitc. J. Peine Angew. Math., 482 :93-120, 1997. 

[BK81] P. Buser and H. Karcher. Gromov's almost flat manifolds, volume 81 of Asterisque. Societc 
Mathcmatique de France, 1981. 

[BO88] F. Bonahon and J. -P. Otal. Varietes hyperboliques a geodesiqucs arbitraircmcnt courtes. Bull. 

London Math. Soc, 20(3) :255-261, 1988. 
[B6r78] K. Boroczky. Packing of spheres in spaces of constant curvature. Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 

32(3-4) :243-261, 1978. 
[BS94] P. Buser and P. Sarnak. On the period matrix of a Ricmann surface of large genus. Invent. Math., 

117(1) :27-56, 1994. 

[BT11] M. Bclolipetsky and S. A. Thomson. Systoles of hyperbolic manifolds. Algebr. Geom. Topoi, 
11(3) :1455-1469, 2011. 

[BV02] R. Bacher and A. Vdovina. Counting 1-vertex triangulations of oriented surfaces. Discrete Math., 

246(1-3) :13-27, 2002. 
[CS88] J. H. Conway and N. J. A. Sloane. Sphere Packings, Lattices and Groups, volume 290 of Grund- 

lehren der Mathematischen Wissenschaften. Springer- Vcrlag, 1988. 

[FH93] S. Fricdland and S. Hersonsky. Jorgensen's inequality for discrete groups in normed algebras. 
Duke Math. J., 69(3) :593-614, 1993. 

[Fri96] S. Friedland. Discrete groups of unitary isometrics and balls in hyperbolic manifolds. In Procee- 
dings of the Fourth Conference of the International Linear Algebra Society (Rotterdam, 1994), 
volume 241/243, pages 305-341, 1996. 

[Gcn05] M. Gcndulphc. Paysage systolique des surfaces hyperboliques de caracteristique — 1. 2005. dispo- 
nible a http ://matthieu. gendulphe.com. 

[GGD99] E. Girondo and G. Gonzalcz-Diez. On extremal discs inside compact hyperbolic surfaces. C. R. 

Acad. Sci. Paris Sir. I Math., 329(1) :57-60, 1999. 
[Gicl2] H. Gieseking. Analytische Untersuchungen iiber topologische Gruppen. PhD thesis, Miinster, 1912. 

[GMM09] D. Gabai, R. Meycrhoff, and P. Millcy. Minimum volume cusped hyperbolic three-manifolds. J. 
Amer. Math. Soc, 22(4) :1157-1215, 2009. 

[Gro83] M. Gromov. Filling Riemannian manifolds. J. Differential Geom., 18(1) :1-147, 1983. 

[HM81] U. Haagerup and H. J. Munkholm. Simplices of maximal volume in hyperbolic n-spacc. Acta 
Math., 147(1-2) :1-11, 1981. 

[HW94] C. D. Hodgson and J. R. Weeks. Symmetries, isomctries and length spectra of closed hyperbolic 
three-manifolds. Experiment. Math., 3(4) :261-274, 1994. 

[Jen84] F. Jenni. Uber den erstcn Eigcnwert des Laplace-Operators auf ausgcwahltcn Bcispiclcn kompak- 
tcr Riemannscher Flachcn. Comment. Math. He.lv., 59(2) : 193-203, 1984. 

[Kcl98a] R. Kcllcrhals. Ball packings in spaces of constant curvature and the simplicial density function. 
J. Peine Angew. Math., 494 :189-203, 1998. 

[Kcl98b] R. Kellerhals. Volumes of cusped hyperbolic manifolds. Topology, 37(4) :719-734, 1998. 

[KelOl] R. Kellerhals. Collars in PSL(2,H). Ann. Acad. Sci. Fenn. Math., 26(1) :51-72, 2001. 

[Kel03] R. Kellerhals. Quaternions and some global properties of hyperbolic 5-manifolds. Canad. J. Math., 
55(5) :1080-1099, 2003. 

[Kel04] R. Kellerhals. On the structure of hyperbolic manifolds. Israel J. Math., 143 :361-379, 2004. 



SYSTOLE ET RAYON MAXIMAL 26 

[Mag69] W. Magnus. Residually finite groups. Bull. Amer. Math. Soc, 75 :305-316, 1969. 

[Mar89] G. J. Martin. Balls in hyperbolic manifolds. J. London Math. Soc. (2), 40(2) :257-264, 1989. 

[Mar99] T. H. Marshall. Asymptotic volume formulae and hyperbolic ball packing. Ann. Acad. Sci. Fenn. 
Math., 24(1) :31-43, 1999. 

[Mar03] J. Martinet. Perfect lattices in Euclidean spaces, volume 327 of Grundlehren der Mathematischen 
Wissenschaften. Springer- Verlag, 2003. 

[Mar07] A. Marden. Outer circles. Cambridge University Press, 2007. 

[Mey86] R. Mcycrhoff. Sphere-packing and volume in hyperbolic 3-spacc. Comment. Math. Helv., 

61(2) :271-278, 1986. 
[Mil94] J. Milnor. Collected papers. Vol. 1 Geometry. Publish or Perish Inc., 1994. 

[PrzOl] A. Przcworski. Cones embedded in hyperbolic manifolds. J. Differential Geom., 58(2) :219-232, 

2001. 
[PS10] J. S. Purccll and J. Souto. Geometric limits of knot complements. J. Topology, 3(4) :759-785, 

2010. 
[Rez95] A. Rcznikov. The volume and the injectivity radius of a hyperbolic manifold. Topology, 34(2) :477- 

479, 1995. 
[Rog58] C. A. Rogers. The packing of equal spheres. Proc. London Math. Soc. (3), 8 :609-620, 1958. 
[Sch93] P. Schmutz. Ricmann surfaces with shortest geodesic of maximal length. Geom. Fund. Anal., 

3(6) :564-631, 1993. 

[Sch94] P. Schmutz. Congruence subgroups and maximal Ricmann surfaces. J. Geom. Anal., 4(2) :207— 
218, 1994. 

[Thu79] W. P. Thurston. The Geometry and Topology of Three- Manifolds. Lecture notes. Princeton Uni- 
versity, 1979. 

[Wad90] M. Wada. Conjugacy invariants of Mobius transformations. Complex Variables Theory Appl., 
15(2) :125-133, 1990. 

[Wat84] P. L. Waterman. An inscribed ball for Klcinian groups. Bull. London Math. Soc., 16(5) :525-530, 
1984. 

[Wee] J. R. Weeks. SnapPea, a computer program for studying the geometry and topology of 3- manifolds. 

Disponiblc a http ://www.geom. uiuc.edu/ wecks/SnapPea/. 

[Yam82] A. Yamada. On Mardcn's universal constant of Fuchsian groups. II. J. Analyse Math., 41 :234— 
248, 1982. 



